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Ozet
Bu calismada, Trace ve Kellogg yaklasim yontemleri kullanilarak belirli rasyonel cekirdekli
integral operatorlerinin 6zdegerleri hesaplanmistir.
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1. Giris
Bu kisimda galisma boyunca kullanilacak kavramlar ve notasyonlar kisaca verilmistir. Burada
sunulan bilgiler Tasdemir (2011), Gocen (2010), Kythe and Puri (2002) ve Abbas (1997) kaynaklar
kullanilarak hazirlanmistir.

Tanim.1.1 V bir vektor uzayive T € L(V) olsun. Bir A € IF skaleriicin,
T (x)=Ax
denklemi sifirdan farkl bir X €V ¢oéziimiine sahipse A ‘ya T nin bir 6zdederi denir.
Tanm1l2 Qg = {(S,t) ra<s<ba<t< b} = [a, b]x[a, b] —R? kimesi R? dizlemi
icinde bir karedir. k 0,,— C olgilebilir bir fonksiyon olsun. $imdi, herhangi bir fel [a,b] icin
b

[K(s.t) f(t)at (1.1)

a

9(s)

ile bir g :[a, b] — C fonksiyonu tanimlayalim. g fonksiyonu bilinen ve f de bilinmeyen olarak kabul

edilirse o zaman (1.1) formundaki denkleme birinci tipten Fredholm integral denklemi adi verilir.
Burada Kk ya denklemin c¢ekirdegi denir. Bu, lineer bir operatoriin sifir uzayini géstermek icin kullanilan
cekirdek teriminin farkh bir kullanimidir.

b

[k(s.t) f (1)t (1.2)

a

Kf (s)

ile tanmh K :L? [a,b]—>L2[a,b] operatérine bir (k cekirdekli ya da Kk g¢ekirdeginin Urettigi)

Fredholm integral operatori veya kisaca bir integral operator adi verilir.

Tanim 1.3 Bir H Hilbert uzayi tzerinde herhangi bir kompakt T operatéru igin,

a) T nin pozitif 6zdegerleri
A (T)2 2 (T)= 4 (T)=-
Azalan siralamasi iginde katliliklari tekrar etmek Ulzere (/In+ (T)) ile gosterilir ve T nin negatif
Ozdegerlerinin artan siralamasi igcinde kathlklari tekrar etmek tzere (in_ (T )) ile gosterilir.

b) T nin pozitif 6zdegerlerinin sayisini ve negatif zdegerlerinin sayisini sirasiyla N* (T) ve
N~ (T ) ile gbsterecegiz.

1
a+b(s+t)+cst

Uyari 1.4 Bu calismada k (S,t) = formundaki cekirdeklerin 6zel bir hali olan

b’=a-c sartini saglayan cekirdekler incelenecektir. Bu durum Abbas (1997) ve Gocen (2010)

tarafindan arastirilmis olup pozitif 6zdeger sayisinin N+(K)=1 ve negatif 6zdeger sayisinin

N~ ( K) =0 oldugu tespit edilmistir.



2. Kellogg Yontemi
Bu yontem ile ilgili bilgilere Krasnov (1971) kaynagindan ulasilabilir.
k(S,t) cekirdegi pozitif tanimli simetrik bir cekirdek ve W(S), Lz(a, b) icinde keyfi bir

fonksiyon olsun.

(2.1)

ile taniml

fonksiyonlar dizisi ve

||Wn_1|| (22)
[wal

k(s,t) cekirdeginin ortogonal 6zfonksiyonlari gol(s),q)2 (s),--- ve bunlara karsilik gelen 6zdegerler

ile belirlenen say! dizisi ele alinmaktadir.

A, <A, <--- olsun. Bunlarin yani sira W(S) fonksiyonlari, (ol(s),¢2(s),---,gok_l(s) fonksiyonlari

ile ortogonal olsun fakat ¢, () fonksiyonu ile ortogonal olmasin. Bu durumda (2.1) dizisinin limiti

)

fonksiyon dizisi 4, 6zdegeri ile eslenen 6zfonksiyonlarin lineer kombinasyonu olan bir fonksiyona

A, 6zdegeri olacaktir.

Bu takdirde,

yakinsayacaktir.

|

(2.3)

\l

dizisi de (2.1) dizisinin yakinsadigi fonksiyona yakinsayacaktir. <W, g01> # 0 ise enkiclk 6zdegeri veren

w

iki ayri formdl bulunabilir:

|
[wal

(2.4)

Ve



(2.5)

A=

|

(2.4) formilu A, in degerini oldugundan daha biiylk olarak verir. k(s,t) cekirdegi pozitif tanimli degil
ise (2.4) ve (2.5) formiilleri verilen cekirdegin 6zdegerinin en kigik olaninin mutlak degerini verir. Bu
yontem, sadece A, 6zdegerinin yaklasik degerini bulmak igin yapilan en iyi yaklasimdir.
2.1. Ornek
Pozitif tanimli simetrik ¢ekirdek k(s,t) asagida verilmistir.
1
k(s,t)=
25+15(s+1t)+9st

(2.6)

Bu k (s,t) cekirdegine karsilik gelen integral operatoriin 6zdegerini Kellogg Yontemi ile yaklasik olarak

hesaplayalim.
Cozim.

W(S) =S alindiginda (2.1) de verilen fonksiyonlar dizisi

Jl- 2(3-5log2)
l25+15 (s+t)+9st  9(5+3s)
j 2(3—5Iog2)d ~ 2(3-5log2)
125+15 (s+t)+9st 9(5+3t) 72(5+3s)
Ws(S)ZI 1 2(3—5I092)dt: 2(3-5log2)
° 25+15(s+1t)+9st  72(5+3t) 576(5+3s)
n-1
w0-(s) o
olarak elde edilir. Buradan,
1\ £
w, (s)|=|= 3-5log2) || ———ds
b s)l=(5) (6-51002) [

(%jnl (3—5log Z)E

bulunur ve 6zdeger yaklasik olarak

hesaplanir.



2.2. Ornek
Pozitif tanimli simetrik ¢ekirdek k(s,t) asagida verilmistir.
1

k(s,t)=
(s:0) 36+6(s+t)+st

(2.7)

Bu k (s,t) cekirdegine karsilik gelen integral operatoriin 6zdegerini Kellogg Yontemi ile yaklasik olarak

hesaplayalim.

Cozium.

W(S) =S alindiginda (2.1) de verilen fonksiyonlar dizisi

5
1 t 2+6Iog?

v (5) J.136+6(s+t)+st 6+s

S)

. 2+6log$ 2(2+6|097j
dt =

J.136+6 s+t)+st 6+t 35(6+5)

2(2+6Iog5j 4(2+6Iogsj
7 q 7

1
-] -
l36+6 (s+t)+st  35(6+t) 1225(6+5)

5\ 2+6Iog§
7
wn<s>=(£j i

6+5

olarak elde edilir. Buradan,

hesaplanir.



3. Trace Yontemi
Bu yontem ile ilgili bilgilere Krasnov (1971) kaynagindan ulasilabilir.
km (S,t) ile m. ardisik cekirdek gosterilmek lizere

A, =j.km(s,t)dt

sayisina k(s,t) ¢ekirdeginin m. izi adi verilir ve

(Km¢):ikm(s,t)¢(t)dt, as<s<t<b

|4 = /M (3.1)
m+2

Formuli en kigtik karakteristik sayi olan A, ve m ‘nin yeterince biiyik degerleri igin gegerlidir. (3.1)

formiili |21

dir.

’in degerini oldugundan daha buiyik olarak verir.

Simetrik cekirdekler icin cift mertebeden izler asagidaki formiller yardimiyla hesaplanir.

b b bs
Ay = [ [ K2 (s,t)dsdt = 2] [K2 (s,t)dtds (3.2)
3.1. Ornek
Pozitif taniml simetrik cekirdek k (S,t) asagida verilmistir.
1

k(s,t)= .
() 25+15(s+1)+9st 3.3)

Bu k(s,t) cekirdegine karsilik gelen integral operatdriin 6zdegerini Trace Yontemi ile yaklasik olarak
hesaplayalim.
Cozium.
(3.3) ile verilen k(S,t) cekirdegi simetrik oldugundan,
1

k,(s,t)= jk(s,z)k(z,t)dz

-1

1

:j 1 1 dz
° 25+15(s+2)+9sz 25+15(z+t)+9zt

B 1

~ 8(5+3s)(5+3t)

esitligi elde edilir. (3.2) denkleminde m=1 ve m=2 alindiginda,



11 ; 11 1 2 1
& :Ulkl (S’t)det:J;J.(25+15(s+t)+93tJ o=

1

1

11 1 2
1
A, = Ulk (s,t)dsdt = U( 5(5+3) 5+3t)] dsdt =

1

degerleri bulunur. Bu degerler, 6zdegeri bulmak icin (3.1) de yerine yazildiginda, aranan 6zdeger
yaklasik olarak

oldugu gorulir.

3.2. Ornek
Pozitif tanimli simetrik ¢ekirdek k(s,t) asagida verilmistir.
1
k(s,t)= 3.4
(s.9) 36+6(s+t)+st 34

Bu k(s,t) cekirdegine karsilik gelen integral operatoriin 6zdegerini Trace Yontemi ile yaklasik olarak

hesaplayalim.
Cozim.

(3.4) ile verilenk (S,t) ¢ekirdegi simetrik oldugundan,

1
J.k dz
-1
h 1
J. dz
l36+6 (s+2)+sz236+6(z+t)+zt
_ 2
35(6+5)(6+t)

esitligi elde edilir. (3.2) denkleminde m=1 ve m=2 alindiginda,

11 11 2
4
= [ [K2(s.t)dsat dsdt = ——
A -[J.l S sat J.l-[[36+6 S+t)+8tj > 1225
11 11 ’ 16
= [ [K2(s,t)dsdlt = dsdt = ——
& Ul e [[{35 6+5) 6+t)J "~ 1500625

degerleri bulunur. Bu degerler, 6zdegeri bulmak icin (3.1) de yerine yazildiginda, aranan 6zdeger
yaklasik olarak



4

1500625
oldugu goralir.
4, Sonug
Bu calismada Trace ve Kellogg yaklasim yontemleri kullanilarak
k(s,t)= !
25+15(s+1t)+9st
Ve
K(s.t)= L
36+6(s+t)+st

rasyonel c¢ekirdeklerine karsilik gelen 6zdegerler yaklasik olarak niimerik bicimde hesaplandi. Elde

edilen 6zdegerler asagida tablo olarak verilmistir.

1225 1225_§
6 N4 2

Trace Yontemi ile
k(S,t) bulunan
Ozdegerler

Kellogg Yontemi
ile bulunan
ozdegerler

1
k ,t = = =
() 25+15(s+1)+9st 4=8 4=8
1 35 35
k ,t = = — = —
(s:1) 36+6(s+t)+st A 2 A 2

k(s,t) simetrik cekirdeklerine karsilik gelen 6zdegerler tablosu.

Sonuc olarak gerek Trace Yontemi ile bulunan gerekse Kellogg Yontemi ile yaklasik olarak bulunan

O0zdegerler nimerik olarak esittir.
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