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0.1 Giris

Tanmim 0.1.1 V' bir vektor uzayr ve T € L(V') olsun. Bir A € F skaleri igin
T(x) = Az

denklemi sifirdan farl bir x € V' ¢ézimiine sahipse X ya T nin bir dzdegeri denir ve

sifirdan farkl boyle bir x ¢oziimiine ozvektor ads verilir.
Bir ‘H Hilbert uzay1 iizerinde herhangi bir kompakt simetrik 1" operatorii igin,
a) T nin pozitif 6zdegerleri

MN(T) >\ (T) > X\5(T) > ...

azalan siralamasi icinde kathliklar1 tekrar etmek tizere (A (T)) ile gosterilir ve
T nin negatif 6zdegerleri artan siralama iginde kathliklar1 tekrar etmek iizere
(A, (T)) ile gosterilir.

b) T nin pozitif 6zdegerlerinin sayisin ve negatif zdegerlerinin sayisim sirasiyla N (7T)

ve N~ (T) ile gosterecegiz.

Oap = {(s5,t) :a<s<ba<t<b}=]a,b] x [a,b] CR?



olmak tizere k : O, — C olgtilebilir bir fonksiyon olsun. Simdi, herhangi bir
f € L?[a,b] i¢in

o(s) = / (s, £)f(t)dt (0.1.1)

ile bir ¢ : [a,b] — C fonksiyonu tanmimlanir. g fonksiyonu bilinen ve f da bilin-
meyen olarak kabul edilirse o zaman (0.1.1) formundaki denkleme birinci tipten

Fredholm integral denklemi adi verilir. Burada £ ya denklemin cekirdegi denir.

Kf(s) = / k(s, £)f(t)dt (0.1.2)

ile tammli K : L*[a,b] — L?[a,b] operatoriine bir (k gekirdekli ya da k g¢ekird-
eginin iirettigi) Fredholm integral operatorii veya kisaca bir integral operator adi

verilir.

I =la,b], —00 < a <b< +oo denirse k : I x I — C dlgiilebilir fonksiyonu verildiginde
k gekirdekli K;: L*(I) — L*(I) integral operatoriinii

Kif(s) = / k(s )£ (1)t

ile gosterelim. Hangi I araliginda calistigimiz aciksa K yerine basitce K yazariz.

Hepsi ayn1 anda sifir olmayan a, b, ¢, d € R sayilar: igin p(s,t) = a + b(s + t) + cst ve

q(s,t) = d+e(s+1t)+ fst olsun ve k = p/q oldugunu kabul edelim. Kapali (simrl) bir /

araligl eger her s,t € [ igin ¢(s,t) # 0 6zelligini saglarsa k icin kabul edilebilirdir denir.

Bu durumda L2(I) iizerinde f € L*(I),s € I igin K, f(s) = [ 259 #(#)dt ile tanimh
i

q(s,t)

siirekli bir k g¢ekirdekli kompakt ve simetrik bir K integral operatoriinii elde ederiz.

Bu durumda k gekirdekli K integral operatorii, L?(I) tizerinde kompakt ve simetrik-
tir. k igin kabul edilebilir tiim araliklarin kiimesini gostermek i¢in Ad(k), T' nin kesin
pozitif 6zdegerlerinin kathliklarmin toplami i¢in N*(k, I'), T nin negatif 6zdegerlerinin
katlhiliklarmin toplami igin N~ (k, I') notasyonlar: kullanilacaktir. Daha ¢nce verilen no-

tasyonlarla
Nt (k,I) = NT(K) ve N (k,I) = N~ (K)

olur. Ayrica A (k, I) icin AT (K) , A\~ (k, I) iginde A\~ (K) gosterimleri kullamlmaktadr.
K nin pozitif ve negatif 6zdegerlerin yaklagik hesaplamalarini yapacagiz. K; nin pozitif

ve negatif zdegeri sayilari ile ilgili temel bilgileri verebiliriz. Bu bilgiler (Abbas, 1997)



den alinmigtir.

0.1.1 k(s t) = ! DURUMU
a+b(s—+1t)+cst

Eger bv? = ac

NT(K)=1ve N (K)=0
dir. Eger b? > ac ise

Nt (K)=o0cove N (K)=0
dir. Eger V? < ac
NT(K)=o00ve N (K) =0
dir.

0.1.2 k(s t) = 4 b(f i ti ! pURUMU
— S

a > 0 kabul edebiliriz.

1.0 =0 olsun. a +c =0 ise
Nt (K)=1ve N (K)=0

dir. Eger a + ¢ > 0 ise
NT(K)=o00ove N (K)=0
dir. Eger a +c¢ < 0 ve a =0 ise
NT(K)=0ve N (K) =0
dir. Eger a +c¢ < 0 ve a > 0 ise
NT(K)=1ve N (K) =00

dir.



2.b#0olsun. a > 0 ve ac > 1 ise
NHK)=ocove N (K)=0

dir.
Eger ac < 1 ise agagidaki ti¢ durum sz konusudur.
(i) a+c>2vea>1ise

N*(K) =00 ve N"(K) =0

dir.
(i) a+c>2vec>1ise

NT(K)=o0ove N (K)=1

dir.
(ili) 0<a+c<2ise

NT(K)=0c0ve N (K) =0

dir.

0.2 Ritz Yontemi

Bu boliimde 6zdegerlerin bulunmasi i¢in kullanilacak yontem tanitilacaktir. Burada
(Reddy 1998, Yasar 1988) kaynaklarindan yararlamlmigtir. Ritz Yonteminde kullamla-
cak Legendre ve Chebyshev polinomlarini tanmitarak baglayacagiz. Asagida verilen iki

tanim Yagar’dan (1988) alinmugtir.

Tanim 0.2.1

1o "
Puls) = g g (8 =)

ile tanamlanan polinoma Legendre polinomu denir. Bir ka¢ Legendre polinomu olarak

Py(s) = 1, Pi(s)=s, Py(s) = % (35 =1), Ps(s)= % (55 —3s),
Py(s) = % (355" —30s° +3), Ps(s) = é (635> — 70s® + 155)



yazlabilir. Bitin durumlarda

Tanim 0.2.2

T,(s) = cos(n.cos™*s), n=0,1,2,..

ile tanemlanan polinoma Chebyshev polinomu denir. T,(s) i¢in indirgeme formiilii
Tri1(s) = 28T, (s) — Tr1(8)

ile verilir. Chebyshev polinomlarinin birkac:

To(s) =1, Ti(s) = s, Ty(s) =25 —1,  T3(s) =4s*—3s

Cekirdegi simetrik olan, yani K (s,t) = K(t,s) bagintisini gercekleyen agagidaki inte-

gral denklem ele alinmaktadir:

b
o(s) = )\/K(s,t)gp(t)dt, a<s<hb.

{1,,(s)}, ilk n eleman1 [a, b] aralig1 iizerinde lineer bagimsiz ve Ls(a,b) de tam olan bir

fonksiyonlar dizisi olsun.
Puls) = Y a;(s) (0.2.1)
j=1

seklindedir ve burada a; katsayilar: ||, || = 1 olacak sekilde belirlenecektir. Bu kogul
altinda (K¢, ¢,) kuadratik formunun degerleri aranacaktir. Sonunda a; ler cinsinden
yazilmig homojen lineer bir denklem sistemine ulagilmaktadir (burada p bir Lagrange

carpanidir).

Z{<K¢i,¢j>—ﬂ<¢i,¢j>}aj =0, i=1,..,n (0.2.2)



(0.2.2) nin sifirdan farkl bir ¢oziimiiniin olmasi i¢in (0.2.2) nin determinant1 sifirdan

farkli olmaldar.

<K¢17¢1> —H <77ZJ1’ ¢1> <K¢17¢2> — K <77ZJ17 77ZJ2> s <K¢17 77ZJn> —H <¢17¢n>
<K1/}27 1/}1> —H <77b27 77D1> <K1/}27 1/}2> —H <77b27 77D2> T <K¢27 77Dn> —H <¢27 ¢n>

(Kthys thy) =i (s thy)  (Kthyuthg) —p(thystba) oo (Kb, ¥0) = (¥, ¥0)
(0.2.3)

(0.2.3) denkleminin kokleri k(s, t) gekirdeginin 6zdegerlerini yaklagik olarak verir. (0.2.1)
denkleminin en biiyiik kokii, 6zdegerlerinin en biiyiigiiniin degerini oldugundan daha
kiiciik olarak verir. (0.2.3) den p’ yii bulup ve (0.2.2) de yerine koyarak (0.2.2) sis-
teminin sifirdan farkl a; (j = 1,2, ..., n) ¢ozlimleri aragtirilmaktadir. Boylece, bulunan
bu a; degerlerinin (0.2.1) de yerine yazilmasi ile elde edilen 6zdegerlere karsilik gelen
ozfonksiyonlar yaklagik olarak bulunmaktadir (Kythe and Puri 2002).

Ritz yonteminde, P,, (0.2.1) de oldugu gibi n.inci Legendre polinomunu gostermek

lizere

Y, (s) = P,1(s), n=1,...n

olsun. Bu polinomlar (—1, 1) araliginda ortogonal olduklarindan, i # j icin (P;, P;) =0
ve diger durumda (P;, P;) = 2/ (2i + 1) esitligi elde edilir.

Ui(s) = R(s) =1, Py(s) = Pa(s) = s,
Ps(s) = Pas) = % (3 = 1), wy(s) = P3(s) = % (5s® — 3s)
oldugundan agagidaki esitlikler elde edilir:
1 1
(1, 91) = / ds = 2, (1, 94) = sds =0,
1 -1
"1 'l
<¢17¢3> = /15(382_1) dS:07 <¢1,w4>:/1§(55 —3S)d O,
1 9 1
Wnt) = [ stas=2, Wav) = [ 535 =1)ds =0,
'l "1 2
(g, 0y) = /153 (55 —3s) ds = 0, (g, 15) :/11(33 -1)°d s
"1 "1 2
(s, a) = / 7 (35 = 1) (55" =3s) ds =0, (g, 1y) = / 1 (5" = 35)"ds = =



T,,, n.inci Chebshyev polinomunu gostermek tizere

¢TL(S) :Tn—l(s); n = ].,...777/
olsun. Bu polinomlar da (—1, 1) araliginda ortogonal olduklarmdan

<ﬂ7j}> - 07 Z#(L
(T3, T;
(T, T)) = g i=i=1,2..n

> = 7'(" Z:]:O,

elde edilir.

Yi(s) = Tols) = L, Py(s) = Ti(s) = s, ¥3(s) = Ta(s) = 25°—1, hy(s) = Ts(s) = 4s”—3s

olmak tizere basit hesaplamalarla asagidaki esitliklerin saglandigy goriiliir:

1

1 1
(P1,0) = (1—52)_5(18:% (1hy,19) = / (1—5)_53615—0,

|=

1

(g 1) = (1—s%) 7 s"ds = %77 (g, ¥3) / (1—5%) 2 (28" —1)%ds = ;

/

/1

(g, 105) = /11(1—32)‘§(2s2—1)ds:0, (g, 13) :/ (1-5%) 2 5(2s% — 1)ds = 0,
/
/

(Vy,1,) = (1- 32)7% (45> = 3s) ds = 0, (5, ¥,) = / (1-s ) s (4s® — 3s) ds =0,

[

(1-s)"
(Vg thy) = / (1- 82)7% (4s® — 38)2 ds = %w.

(V3,1,) = (25 — 1) (453 — 35) ds =0,

0.3 Ozdeger Hesaplar:

Bu boliimde Ritz yontemi kullanilarak bazi 6zel cekirdekli integral operatorlerinin
ozdegerleri hesaplanacaktir. Orneklerde, Legendre ve Chebyshev polinomlar: alinarak
Ritz yontemi kullanilacaktir. Orneklerde ¢oziim icinde (a) da Legendre polinomlar: (b)

de Chebyshev polinomlar1 alinmigtir.



0.4 NY'K)=1ve N (K)=0 durumu ile ilgili 6rnek

Ornek 0.4.1 Ritz yontemi kullamlarak

1
k(s t) =
) = 3 + ot

simetrik cekirdegine karsilik gelen integral operatoriin bir tane olan ozdeger:t yaklagik

olarak bulunacaktr.

Céziim. b? = ac oldugundan
Nt (K)=1ve N (K)=0
dir.

(a) Ritz yonteminde 1), (s) fonksiyonlarinin olusturdugu koordinat sistemi i¢in Legen-

dre polinomlar sistemi secilmektedir.

¢n(8) :Pn—1(3)7 n=1,...n

(0.2.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi alimacaktir. O zaman
Ba(s) = a;iy(s)
j=1

olmak tizere

Po(s) = a1 Po(s) + azPi(s)

elde edilir.

1 1
1
K = dsdt = 0.48045

1 1
t
K = dsdt = —5.5065 x 1072
(K4, ) /_1/_19+3(s+t)+3t S x

1 1
st
K = dsdt = 6.3110 x 1073
(K4, o) /_1/_19+3(5+t)+3t S %




dir. Bu yiizden (0.2.3) sistemi

0.48045 — 2 —5.5065 x 1072
2
—5.5065 x 1072 6.3110 x 1073 — g,u

1.33331% — 0.33292u — 3.4275x 10°% = 0

haline gelir ve bu sistem c¢oziildiigiinde
py = 0.24970, gy = —1.0295x 1077

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1
— — 4.004
M 0.249 70 0048
1
Ny = =-90.71 106
2 10295 x 107 D139 x10

olarak elde edilir. Fakat aranan 6zdeger pozitif olacagindan
A=4.0048

dir.

Simdi aym 6rnek i¢in (0.2.1) formiiliinde n = 3 alinacaktir. Buradan

1 1
1
K — dsdt = 0.48045
() /_1/_19+3(8+t)+st °

1 1
t
K = dsdt = —5.5065 x 1072
(K1, ¥a) /1/19+3(s—|—t)+8t s X

1 1
st
K = dsdt =6.3110 x 1073
(K4, ) /_/_19+3s+t)+8t ° %

(K 3 (3"~ 1) dsdt = 7.5646 x 1073
by, 1hy) = sdt = 7.5646 x 10
—-1J-1

94 3(s+1t)+ st

(3t2 — 1)
(K dsdt = —8.6697 x 1074
Y, ) //9+3s+t+st x




elde edilir. Aym sekilde (0.2.3) sistemi

0.48045 — 2 —5.5065 x 1072 7.5646 x 107?
2
—5.5065 x 1072 6.3110 x 107% — g 86697 x 10-4

2
7.5646 x 1073 —8.6697 x 107*  1.191 x 107 — =
= —0.53333p% 4+ 0.13333p> +1.4756 x 107%u — 5.4605 x 107" =0

haline gelir ve
py =0.25, gy =3.5844 x 107, ;= —1.1426 x 1077

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
-
M 0.25 0
1
Ay = =2, 108
2 358a4x 109 2189910
]‘ 6
N = e = S 20 x 10

dir. Yine aranan yaklagik 6zdeger
A=4.0

olarak bulunmaktadar.

(b) v,(s) fonksiyonlarimin olugturdugu koordinat sistemi igin Chebyshev polinomlar:

secilmektedir. Dolayisiyla

alinacaktir. Yine (0.2.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi alinmigtir. Boylece

1

1 1
— dsdt = 0.769893
) /1/1\/1—52(9+3(3+t)+5t)

<K¢1a¢1

t

>:/1 1V1—52(94+3(s+1t) + st)

(K, dsdt = —0.0882374

st

1 1
= dsdt = 0.0151391
) /_1/_1v1—82(9+3(8+t)+8t)

<K¢27¢2

10



i¢ carpimlar1 hesaplanir. Bunlar (0.2.3) sisteminde yazildiginda sistem

0.769893 — mp —0.0882374
—0.0882374  0.0151391 — gp

= 4.9348u —1.256 91 + 3.8696 x 107° =0

haline gelir ve bu esitlik ¢oziildiigiinde
py = 0.25158, ju, =3.1168 x 1073

bulunur. Cekirdege karsilik gelen 6zdegerlerin ikisinin yaklagik degeri

1
A = =3.974
! 025158 ~ > 949
1
S R TR T

olarak elde edilir. En kiiciik pozitif czdeger
A=3.9749

olarak bulunur.

Yine (0.2.1) formiiliinde n = 3 alinacaktir. Chebyshev polinomlar1 kullanilarak

sirasiyla agagidaki iglemler yapildiginda

1 1
1
Ky, ;) = dsdt = 0.769893
< wl ¢1> /;1/;1\/1—82(94-3(8-‘[-75)4-815)
1 1 t
Ky, 1) = dsdt = —0.0882374
< wl w2> /;1/_1\/1—82(94-3(8-‘[-75)—1-815)
1 1 st
Kby, hy) = dsdt = 0.0151391
ez a) /1/1 V1= 52 (9+3(s+1) + st)
K [ w1 dsd
) = sdt = —0.240469
(K, 05) /_/_ V1—252(943(s+t)+ st)
s(2t2 —1)
K, dsdt = 0.0412579
K2, 9a) / / \/1—329+3(S+t)+st)
2% — 1
(Kaps, hg) = —D@E=Y o~ 000707874

1) \/1—52 (9+3(s+1t) + st)

11



elde edilir. (0.2.3) sistemi

0.769893 — mp —0.0882374 —0.240469
—0.0882374  0.0151391 — gp 0.0412579
—0.240469 0.0412579 —0.00707874 — gu

= —7.75164% 4+ 1.93944% +9.8998 x 10 %1 — 4.6249 x 107* =0

haline gelir ve bu denklemi ¢oziildiigiinde
py = 0.29308, g, =4.308 x 107, py = —4.7077 x 1072

bulunur. Buradan

1
— —3.412

M 0.29308 3412,

Ny = 1 — 231.83
2 7 4.3135x10-3 0%

1

Ny = — 9211

3 —4.7196 x 102 88

elde edilir. Aranan dzdeger yine
A =3412

olarak bulunur.

0.5 NT(K)=o00ve N (K)=0durumu ile ilgili 6rnek-
ler
Ornek 0.5.1 Ritz yontemi kullanalarak

34 s+t g5t
1—st

k(s,t) =

simetrik cekirdegine karsilik gelen integral operatoriin dzdegerler: yaklasik olarak bulu-

nacaktar.

12



Coziim. a + ¢ > 2 ve a > 1 oldugundan
NHK)=ocove N (K)=0
dir.

(a) Koordinat fonksiyonlar: i¢in Legendre polinomlar segilerek (0.2.1) denkleminde

n = 2 alinmigtir. Boylece yine bu yontemde kullanilan agagidaki egitlikler

Lt (B4 s+t st
(Ktbq, Y1) =/ / B+s %) dsdt = 15.2718
—-1J-1

1-— st

(B s it gst)t
<Kw1,w2>:// ( Sl_StQS) dsdt = 2.9348
—1J-1

Lot (34 s+t 4 gst) st
<sz,w2>=/ / ( Sl_stzs)s dsdt = 3.27181
1

elde edilir. (0.2.3) sistemi

152718 — 24 2.9348
2
29348 327181~ Lp

= 1.3333p* — 16.725u + 41.353 = 0

seklindedir ve buradan
= 3.3871, s =19.1570

dir. O zaman ilk iki yaklagik 6zdeger

N = L 029504
L7 38871

Ny = L 010921
2 7 91570

olarak bulunur ve en kiiciik 6zdeger ise yaklasik olarak
A=0.10921
dir.

Simdi yine aym gekirdek igin (0.2.1) denkleminde n = 3 alinir. Benzer hesapla-

13



malar yapilarak

Lot (3+s4+t+5st
<Kw1,w1>=/1/1< i 28)dsdt=15.2718

1-— st

Lt (B4 s+t4gst)t
<K¢1,¢2>=/1/1( Sl_StQS) dsdt = 2.9348

ot (34 s 4t gst) st
<Kw2,w2>:/ / ( Sl_StQS)S dsdt = 3.27181
—-1J-1

1— st

Lt B+ s+t+3st)1 (32 -1
<Kw1,w3>=/l/l< ° 2%1) 3 )dsdt:1.8641

1-— st

Lol (34 s+t+2st)si (32 -1
<K¢2,@/}3>=/1/1( i 251) 53 ( )dsdt:().934802

1 1 o 1 B
<Kw3,¢3>=/_11/_11 (3+s+t+ds) (32— 131G 1)

1—st
esitlikleri elde edilir. Boylece (0.2.3) sistemi

15.2718 — 2 2.9348 1.8641
2
2.9348 3.27181 — g,u 0.934802

2
1.8641 0934802 117952 — =p
= —0.53333u° +8.26264 — 32.204p + 34.291 = 0

halini alir ve bu denklem ¢oziildiigiinde
pq =10.183, py =3.5120, pg=1.7979

olarak bulunur. Buradan yaklagik olarak ii¢ 6zdegerin

1
N = — 0.09820
! o iRg = 0098203
1
= — 0.28474
Az 35100 02T
1
Ny = — 0.5562
3 L7979 ~ 0990

dsdt = 1.17952

oldugu goriiliir. Dikkat edilirse yine en kiiciik olan 6zdeger yaklagik olarak

A = 0.098203

14



dir.

(b) Bu cekirdek igin Ritz yonteminde Chebyshev polinomlar: kullanilarak yine sirasiyla
(0.2.1) denkleminde n = 2 ve n = 3 alinmustir. Oncelikle n = 2 alindiginda

(B3+s+t+1st
(K, 9 // i S)dsdt = 31.402
V1 =52 (1 — st)

(3+s+t+3st)t
(K1)y, 1) / / I () dsdt = 8.52122

(3+s+1t+ Lst) st
(K1, 1) // SRSt~ 11ms
—1J-1 1—52 1—St>

esitlikleri elde edilir. (0.2.3) sistemi ¢oziildiigiinde

31402 — 7 8.52122
852122  11.9728 — gﬂ

4.93484% — 86.9401 + 303.36 = 0

ve buradan

elde edilir. Boylece yaklagik 6zdegerler

1
— — 0.20861
M 4.7936 0-2086
1
Ny = —0.
) AT 077979

olarak bulunmus olur. En kiigiik olan 6zdeger
A =0.077979

dir.

Eger (0.2.1) denkleminde n = 3 alinirsa

(3 t+ Lot
(K, / / TS50 o — 31402
—1J-1 1—82 1—St)

15



(34 s+t+3st)t
(K, 14) // i 251) dsdt = 8.52122

V1—s2 (1 — st)
(3 t t) st
(Kthy, 1y) / / Tt gst)st, 110798
—1J-1 1—52 (1 — st)
3 t t) (2t2 — 1
(Ky,1bs) / / Tttt gt )dsdt = 1.0472
-1J-1 V1 —52(1 — st)
3+ +t+ Lst)s(2t2 -1
(Kbg, 13) // i 351) 5( )dsdt = 2.98405
V1 —5sZ(1— st)
3+ +t+ist) (282 —1)(2t2 =1
(K1)3,13) // i 35t) (25 I )dsdt = 6.22757
V1 — 52 (1 — st)

esitlikleri elde edilir. Bu sonuglar (0.2.3) sisteminde yerine yazilmaktadir ve elde

edilen denklem c¢oziiliirse

36.7817 — 7 8.52122 1.0472
852122  11.9728 — gﬂ 2.98405
1.0472 298405  6.22757 — gﬂ

= —7.75164% + 180.574% — 1142.0p + 2002.9 = 0

py =14.202, gy =6.1191, pg=13.721

bulunur. Boylece yine yaklagik 6zdegerler

1
N = — 0.07041
! 14.202 0.070413
1
A2 6.1191 0.163
1
— — 0.33634
A3 S5y = 03363

olarak elde edilir ve en kiiciik olan tzdeger yaklasik olarak
A =0.070413
dir.

Ornek 0.5.2 Ritz yontemi kullanalarak

1
13 —-5(s+1t) + st

k(s,t) =
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simetrik cekirdegine karsilik gelen integral operatéorin en kiigiik pozitif 6zdegeri yaklasik

olarak bulunacaktir.

Coziim. b? > ac oldugundan
Nt (K)=cove N (K)=0
dir.

(a) Ritz yonteminde 9,,(s) fonksiyonlarimin olusturdugu koordinat sistemi igin Legen-

dre polinomlar sistemi secilmektedir.

¢n(8) :Pn—l(s), n=1,..,n

(0.2.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi alimacaktir. O zaman
Ouls) = D ajuy(s)

j=1
olmak {izere

Po(s) = ar Po(s) + azPi(s)

elde edilir.

1 1
1
K — dsdt = 0.344604
s ) /1/113—5(s+t)+3t st = 034460

11
t

K = dsdt = 0.0490412

(E Yy, 90) /_1/_1 13—5(s+1t)+ st °

11 st
K = dsdt = 0.010566
(KYa, $2) /_1/_113—5(5+t)—|—3t8

dir. Bu yiizden (0.2.3) sistemi

0.344604 — 2p 0.0490412
2
0.0490412 0.010566 — g,u

= 1.33331% —0.25087u +1.236 x 1073 =0
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haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde
py, = 0.18309, s, =5.0631 x 1073

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1
— — 5.461
M 0.18309 5.4618
1
Ny = — 197.51
2 50631 x 108 7O

olarak elde edilir. Aranan en kiiciik pozitif 6zdeger;
A=05.4618

dir.

Simdi ayni 6rnek igin (0.2.1) formiiliinde n = 3 alinacaktir. Buradan

1 1
1
K - dsdt = 0.344604
s ) /1/113—5(8+t)+st8 034460

1
t
K = dsdt = 0.0490412
(W1, ¥2) /_1/_1 13—5(s+1t)+ st °
1 1 st
K = dsdt = 0.010566
(Y2, 0) /_ /_113—5(5+t)—|—st °

$(32 —1)
(K dsdt = 0.0085017
1) / / 13 — 5s+t + st

(K, 5) / / 393 — 1) dsdt = 0.00243894
278 1] 13— 5s—|—t + st o

(Ktbs, bs) / / FiGS DGR 0000683497
8 13 — 5s+t)+st sar=u

elde edilir. Ayn1 gekilde (0.2.3) sistemi

0.344604 — 2p 0.0490412 0.0085017
2
0.0490412  0.010566 — SH 0.00243894

2
0.0085017 0.00243894  0.000683497 —
= —0.533331% + 0.101 26> — 6.058 x 10~*1, + 6.5035 x 10~®

18
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haline gelir ve
py = 0.18368, ji, =6.0709 x 1073, 3 =1.0935 x 10~*

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
— — 5.444
M 0.18368 g 3
1
2 60700 x 108 ‘o4 7
1
3 1.0935 x 104 9144.9

dir. Yine aranan yaklagik 6zdeger
A=5.4443

olarak bulunmaktadar.

(b) v,(s) fonksiyonlarinin olugturdugu koordinat sistemi igin Chebyshev polinomlar

secilmektedir. Dolayisiyla

alinacaktir. Yine (0.2.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi alinmigtir. Boylece

1 pl 1
R B e e

(K, dsdt = 0.558659

1 1
t
Kby, hy) = dsdt = 0.0821047
(Y, ¥) /1 /1 V1 —s%(13 —5(s+t) + st)

= / / T

i¢ carpimlar1 hesaplanir. Bunlar (0.2.3) sisteminde yazildiginda sistem

<K¢27¢2

dsdt = 0.026139

0.558659 — mp 0.0821047
0.0821047  0.026139 — gu

= 4.9348u* —0.95966p + 7.8616 x 1072 =0
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haline gelir ve bu esitlik ¢oziildiigiinde
py = 0.18590, ju, =8.5697 x 1073

bulunur. Cekirdege karsilik gelen 6zdegerlerin ikisinin yaklagik degeri

1
N = —5.3792
! 0.185 90 53
Ny = 1 — 116. 69
2 7 85697 x10-3

olarak elde edilir. Istenen en kiiciik pozitif 6zdeger oldugundan
A=15.3792

dir.

Yine (0.2.1) formiiliinde n = 3 alinacaktir. Chebyshev polinomlar1 kullanilarak

sirasiyla agagidaki iglemler yapildiginda

1 1 1
(K, ) = /_1 /_1 V1—52(13 = 5(s+t) + st)det = 0558659
1 1 t
(B wa) = /_1 /_1 V1—52(13 = 5(s+t) + st)det = 0.0821047
1 1 St
(K, ) = /1 V1 —52(13 = 5(s+1t) + st)det = 0.026139
e (212 — 1) -
(K, 95) = /_ /_ VI—s2(13=5(s+1t) + st)det = 0166484
s(2t2 —1) -
(Kg,1bs) / / N 13—5(8+t)+st)d8dt_ 0.0314561
D(2t* - 1)

dsdt = 4.72969

(K1bs, 15) /1/1m (13 —5(s +t) + st)
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elde edilir. (0.2.3) sistemi

0.558659 — mp 0.0821047 —0.166484
0.0821047  0.026139 — gu —0.0314561
—0.166484 —0.0314561  4.72969 — g,u

= —7.7516p +24.848% — 4.504 61 + 3.6766 x 1072 =0

haline gelir ve bu denklemi ¢oziildiigiinde
py = 0.18377, gy =3.0132, puy =8.5655 x 1072

bulunur. Buradan

1
— —5.441
M 0.18377 g 6
1

Ny = —0.331

2 30132 033187

1

e — — 116.75

3 8.5655 x 103

elde edilir. Aranan 6zdeger yine
A=05.4416
dir.

Ornek 0.5.3 Ritz yontemi kullamlarak

3+ 4st
k(s,t) = T

simetrik ¢ekirdegine karsilik gelen integral operatéoriin pozitif olan en kiigik 6zdegeri

yaklasik olarak bulunacaktar.

Coziim. b =0 ve a + ¢ > 0 oldugundan
NH(K)=cove N (K)=0
dir.

(a) Ritz yonteminde 9,,(s) fonksiyonlarmin olusturdugu koordinat sistemi i¢in Legen-
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dre polinomlar sistemi secilmektedir.

wn(s) :Pn—l(s), n= 1,...,’rL

(0.2.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi alinacaktir. O zaman

Go(s) =Y ajib;(s)

J=1

olmak tiizere

b9(s) = a1 Po(s) + ax Py (s)

elde edilir.

34+ st
(K, / / 1+_SS dsdt = 18.5436
dst)t
(Kb, ) // 31+_j dsdt = 0
(3 + dst)s
(K by, ) // ;L_i dsdt = 6.54362

dir. Bu yiizden (0.2.3) sistemi

18.5436 — 2u 0
2
0 6.54362 — K
= 1.33331% —25.450p + 121.34 =0

haline gelir ve bu sistem coziildiigiinde
iy =9.2604, p, =9.8276

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1
P —0.10799
! 9.2604
1
— —0.101
& 98276 L1017
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olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
A=0.10175

dir.

Simdi aym 6rnek i¢in (0.2.1) formiiliinde n = 3 alinacaktir. Buradan

Lol 34 4st
(Ky,9b,) =/ / ST sdt = 18.5436
_1J-

1 l—St
4
(Kb, ) // (Cha L
—1J-1 1_3
(3 + 4st)st
(K1py, 1by) / / BHast)st ) 1t — 654362
1J-1 1— st
V132 —1) (3 +4st)
(Kt)y,1hs) = dsdt = 3.72819
—1J-1 1— st
15 (32 — 1) (3 + 4st)
wawg / / dsdt =0
1— st
) (3t2 —1) (3 + 4st
<Kw3,w3>=/ / : t)( S)dsdt:2.35904
-1 — S

elde edilir. Aym sekilde (0.2.3) sistemi

18.5436 — 21 0 3.72819
2
0 6.54362 — S 0
2
3.72819 0 2.35904 — oH

= —0.53333,% +13.3254% — 99.3071 4+ 195.30 = 0

haline gelir ve

[y = 3.0880, p,=9.8173, jg=12.079
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bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
— —0.32
M 3.0880 0.32383
Ny = L 10186
2 7 98173
1
Ny = — 0.008278
3 12.079

dir. Yine aranan yaklagik 6zdeger
A =0.10186

olarak bulunmaktadir.

(b) v,(s) fonksiyonlarimin olugturdugu koordinat sistemi igin Chebyshev polinomlar:

secilmektedir. Dolayisiyla

alimacaktir. Yine (0.2.1) formiiltindeki terimlerden yalmzca ikisi alinmigtir. Bylece

4st
(Kb, b,) / / SEASL jedt = 43.9545
—1J1

V1—52(1— st)
(3 +4st)t
(K1), dsdt =0
77Z)1 77Z)2 /1/1\/1—821—St)
(3 4 4st)st
(K1,, dsdt = —14.3735
V2. 2] // V1—s2(1— st)
i¢ carpimlar1 hesaplanir. Bunlar (0.2.3) sisteminde yazildiginda sistem
43.9545 — 0
0 —14.3735 — gﬂ

= 4.9348u* —23.888; — 631.78 = 0
haline gelir ve bu esitlik ¢oziildiigiinde
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bulunur. Cekirdege karsilik gelen 6zdegerlerin ikisinin yaklasik degeri

1
A = —0.07147
! 13.991 g
Ny = 1 —0.109 28
27 91504

olarak elde edilir. Fakat istenen tzdeger pozitif olacagindan
A =0.071475

dir.

Yine (0.2.1) formiililnde n = 3 alinacaktir. Chebyshev polinomlar: kullanilarak

sirasiyla agagidaki iglemler yapildiginda

3+ 4st
(K, dsdt = 43.9545
I ¥ /1/1\/1—521—5)
3 + 4st
K , dsdt =0
Vi vl = /1/1\/1—521—515)
3 + 4st st
(Kbg, 1bg) / / NiprTTR )dsdt = —14.3735
(3 + 4st) (22 — 1)
(Ky,13) / / 2 dsdt = 8.37758
s(2t% — 1)(3 + 4st)
(Kh,, dsdt = 32.8448
Vo vs) /1/1 1—52 (1 — st)
—1)(2t* -1 4st
(K1bg, 3) / / 2" JB+451) ) 0 — _105.98
V1= s2(1 — st)

elde edilir. (0.2.3) sistemi

43.9545 — 7y 0 8.37758
0 ~14.3735 — gﬂ 32.8448
8.37758 32.8448  —105.98 — gﬂ

= —7.7516p° — 485.47u% + 7023. 441 + 20548 = 0
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haline gelir ve bu denklemi ¢oziildiigiinde
= 14.217, py = —2.5082, pug = —74.337

bulunur. Buradan

N\ = T aps = 0070338
1
o = ey = —0.39869
1
Ny = ——— = —0.013452
3 —74.337 0-01345

elde edilir. Aranan 6zdeger yine
A =0.070338
dir.

Cizelge 3.3 Rasyonel cekirdekli bazi integral operatorlerin Ritz Yontemi ile bulunan

yaklagik 6zdegerleri

k(s,t) gekirdegi Legendre Polynomials Chebsyev Polynomials
n =2 ic¢in A n=3icin A | n=2ig¢in A n = 3 ic¢in A
M‘?_—t;%“ 0.10921 0.09823 0.077979 0.070413
1
s 5.4618 5.4443 5.3792 5.4416
i*_—‘ftt 0.10175 0.10186 0.071475 0.070338

0.6 NT(K)=o00ve N (K)=1durumu ile ilgili 6rnek
Ornek 0.6.1 Ritz yontemi kullanalarak

1
5 +3(s+1)+ 4st
k(s,t) = 2 T

simetrik cekirdegine karsilik gelen integral operatoriin ézdegerler:t yaklasik olarak bulu-

nacaktir.

Coziim. a + ¢ > 2 ve ¢ > 1 oldugundan

Nt (K)=cove N (K)=1
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dir.

(a) k(s,t) gekirdegine kargilik gelen integral operatorlerin 6zdegerlerini yaklagik olarak
bulurken Ritz yonteminde yine oncelikle koordinat fonksiyonlar: i¢in Legendre
polinomlar secilmektir. (0.2.1) denkleminde ncelikle n = 2 alinir ve daha sonra

ilk iki Legendre polinomu kullanilarak

11
L4 3(s+1) + 4st
(Kb, ;) // (s " dsdt = 6.20661

1— st

s+ 3(s+1t) +4st
(K41, 42) // . )dsdt:8.80441

5 T 3(s+1)+4st
(Kta,2) // Sl_st st) st dsdt = 0.467401

esitlikleri elde edilir. Bu degerler (0.2.3) sisteminde yazildiginda

6.20661 — 2p 8.80441
2
8.80441 4.20661 — g,u

= 1.3333u% —12.551 — 51.409 = 0

bulunur ve buradan

dir. Boylece ilk iki yaklagik tzdeger

1
) P S 241
! 30850 SIS
1
P— p— . 1
Ao 5405 = 0-080013

dir. Bu yiizden pozitif olan 6zdegerin yaklagik olarak
A =0.080013

oldugu goriiliir.
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Simdi Legendre polinomlarimin ilk ii¢ii alinirsa

—|—3 —i—t + 4st
(Kb, ) / / (s *) gt = 6.20661

1— st

2+ 3(s+ 1)+ 4st
(K1) // (s st) ¢ dsdt = 8.80441

1— st
T+ 3(s+1t) +4st
(K43, 1) / / Sl_st ) St ot — 4.20661
3(s+1t)+4st) L (32 -1
(K1) 3+ 30 +1) +4st) 5 ( )dsdt:2.3967
! 3 —_1J-1 ]_—St
3(s+1t) +4st)s: (3t2 -1
(K1), v3) // 3 #3041 +4st) 55 ( )dsdt:2.80441
—1J-1 1— st
T +3(s+1t)+4st) 5 (35 —1)5 (32— 1)
(Ktbg, 3) = e dsdt = 1.51652

esitlikleri elde edilir. Bt‘)ylece (0.2.3) sistemi

6.20661 — 2p 8.80441 2.3967
2
8.80441 4.20661 — §M 2.80441

2
2.3967 280441 151652 — —p
= —0.53333u° + 7.042 44> + 21.089y — 32.585 = 0

halini alir ve buradan

iy = —3.4418, i, =1.1452, g = 15.501

bulunur. Bundan dolay: ilk ii¢ 6zdegerin yaklagik degerleri

1

1
A2 1.1452 0.873
1
= =6.4512 x 1072
As 5501 4012 x 10

dir. Boylece porzitif olan en kiigiik 6zdeger yaklagik olarak

A=0.87321
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elde edilir.

(b) Aym integral operatoriin yaklagik 6zdegerleri bulunurken Chebshyev polinom-

larmin ilk ikisi kullanilirsa

11
+3 s+t)+4st

(K, dsdt = 19.2805
by /1/ V1—s%(1—st)

Ly 3(s 1)+ 4st
(K1, 1),) // (s SOt i — 25,5637

V1 — 52 (1 — st)
T+ 3(s+1t) +4st

(Kthy, ) // S I st) st dsdt = —10.274
—1J-1 1—8 1—8t)

i¢ carpimlari elde edilir. Bu degerler (0.2.3) sisteminde yerine yazilir ve elde edilen

denklemler ¢oziiliirse

19.2805 — 7p 25.5637
95.5637  —10.274 — gﬂ

= 4.9348u* +1.991 0y — 851.59 = 0

[ = —13.340, p, = 12.936

olarak bulunur. Boylelikle yine yaklagik 6zdegerler

1
= _— 4
M\ —5 g = 0074963
1
A f— p— . 4
2 12,036 0 07730

dir ve buradan da pozitif 6zdegerin yaklagik olarak
A=0.077304

oldugu goriiliir.

(0.2.1) denkleminde simdi n = 3 almacaktir. Yine Chebshyev polinomlarinin ilk

ticti kullanilirsa

L4 3(s+1t) + st
(K, ) = (548 +451) ) 4t — 102805
V1 —52(1— st)
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Ly 3(s+1) +4dst
(Kty, 1y // (s ST i — 95,5637

V1 —52(1— st)
5+ 3(s+1t)+4st) st
(Kap,, dsdt = —10.274
Vo, ¥2) /1/1 1—82 (1 — st)
T+ 3(s+1t) +4st) (262 — 1
(Ky,1bs) // (s ) ( )dsdt:8.37758
—1J-1 V1—s2(1— st)
T+ 3(s+1t) +4st) s(22 — 1
(Kbg, 13) // (s st) 5( )dsdt:—17.4207
V1 — 52 (1 — st)
+3 + 1) + 4st) (282 — 1)(2t% — 1
(K1)3,13) // (s st) (25 I )dsdt:8.00688
V1 —52(1 — st)

esitlikleri elde edilir. Bulunan degerler (0.2.3) sisteminde yerine yazilirsa

19.2805 — u 25.5637 8.37758
95.5637  —10.274 — gﬂ —17.4207
8.37758 ~17.4207  8.00688 — gﬂ

= —T7.7516p° 4 36.385u> + 2417. 3y — 19410.0 = 0

[, = —18.868, jip =9.3160, pi5 = 14.246

olarak bulunur. Boylece 6zdegerlerin yaklasik degerleri

N = L 053
7 18.868
1
Ny = —0.10734
2 93160 1073
1
— —0.0701
A3 g = 0070195

dir ve bundan dolay1 da pozitif olan en kiigiik 6zdegerin yaklagik degeri
A =0.070195

olarak elde edilir.
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