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0.1 Giri̧s

Tan¬m 0.1.1 V bir vektör uzay¬ve T 2 L(V ) olsun. Bir � 2 F skaleri için

T (x) = �x

denklemi s¬f¬rdan farl¬bir x 2 V çözümüne sahipse � ya T nin bir özde¼geri denir ve

s¬f¬rdan farkl¬böyle bir x çözümüne özvektör ad¬verilir.

Bir H Hilbert uzay¬üzerinde herhangi bir kompakt simetrik T operatörü için,

a) T nin pozitif özde¼gerleri

�+1 (T ) � �+2 (T ) � �+3 (T ) � :::

azalan s¬ralamas¬içinde katl¬l¬klar¬tekrar etmek üzere (�+n (T )) ile gösterilir ve

T nin negatif özde¼gerleri artan s¬ralama içinde katl¬l¬klar¬ tekrar etmek üzere�
��n (T )

�
ile gösterilir.

b) T nin pozitif özde¼gerlerinin say¬s¬n¬ve negatif özde¼gerlerinin say¬s¬n¬s¬ras¬ylaN+(T )

ve N�(T ) ile gösterece¼giz.

�a;b = f(s; t) : a � s � b; a � t � bg = [a; b]� [a; b] � R2
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olmak üzere k : �a;b ! C ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Şimdi, herhangi bir

f 2 L2[a; b] için

g(s) =

Z b

a

k(s; t)f(t)dt (0.1.1)

ile bir g : [a; b] ! C fonksiyonu tan¬mlan¬r. g fonksiyonu bilinen ve f da bilin-
meyen olarak kabul edilirse o zaman (0.1.1) formundaki denkleme birinci tipten

Fredholm integral denklemi ad¬verilir. Burada k ya denklemin çekirde¼gi denir.

Kf(s) =

Z b

a

k(s; t)f(t)dt (0.1.2)

ile tan¬ml¬K : L2[a; b] ! L2[a; b] operatörüne bir (k çekirdekli ya da k çekird-

e¼ginin üretti¼gi) Fredholm integral operatörü veya k¬saca bir integral operatör ad¬

verilir.

I = [a; b] ; �1 < a < b < +1 denirse k : I� I ! C ölçülebilir fonksiyonu verildi¼ginde
k çekirdekli KI : L

2(I)! L2(I) integral operatörünü

KIf(s) =

Z
I

k(s; t)f(t)dt

ile gösterelim. Hangi I aral¬¼g¬nda çal¬̧st¬¼g¬m¬z aç¬ksa KI yerine basitçe K yazar¬z.

Hepsi ayn¬anda s¬f¬r olmayan a; b; c; d 2 R say¬lar¬için p(s; t) = a + b(s + t) + cst ve

q(s; t) = d+e(s+t)+fst olsun ve k = p=q oldu¼gunu kabul edelim. Kapal¬(s¬n¬rl¬) bir I

aral¬¼g¬e¼ger her s; t 2 I için q(s; t) 6= 0 özelli¼gini sa¼glarsa k için kabul edilebilirdir denir.
Bu durumda L2(I) üzerinde f 2 L2(I); s 2 I için KIf(s) =

R
I

p(s;t)
q(s;t)

f(t)dt ile tan¬ml¬

sürekli bir k çekirdekli kompakt ve simetrik bir KI integral operatörünü elde ederiz.

Bu durumda k çekirdekli K integral operatörü, L2(I) üzerinde kompakt ve simetrik-

tir. k için kabul edilebilir tüm aral¬klar¬n kümesini göstermek için Ad(k), T nin kesin

pozitif özde¼gerlerinin katl¬l¬klar¬n¬n toplam¬için N+(k; I), T nin negatif özde¼gerlerinin

katl¬l¬klar¬n¬n toplam¬için N�(k; I) notasyonlar¬kullan¬lacakt¬r. Daha önce verilen no-

tasyonlarla

N+(k; I) = N+(K) ve N�(k; I) = N�(K)

olur. Ayr¬ca �+(k; I) için �+(K) , ��(k; I) içinde ��(K) gösterimleri kullan¬lmaktad¬r.

KI n¬n pozitif ve negatif özde¼gerlerin yaklaş¬k hesaplamalar¬n¬yapaca¼g¬z.KI n¬n pozitif

ve negatif özde¼geri say¬lar¬ile ilgili temel bilgileri verebiliriz. Bu bilgiler (Abbas, 1997)
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den al¬nm¬̧st¬r.

0.1.1 k(s; t) =
1

a+ b(s+ t) + cst
DURUMU

E¼ger b2 = ac

N+(K) = 1 ve N�(K) = 0

dir. E¼ger b2 > ac ise

N+(K) =1 ve N�(K) = 0

dir. E¼ger b2 < ac

N+(K) =1 ve N�(K) =1

dir.

0.1.2 k(s; t) =
a+ b(s+ t) + cst

1� st
DURUMU

a � 0 kabul edebiliriz.
1. b = 0 olsun. a+ c = 0 ise

N+(K) = 1 ve N�(K) = 0

dir. E¼ger a+ c > 0 ise

N+(K) =1 ve N�(K) = 0

dir. E¼ger a+ c < 0 ve a = 0 ise

N+(K) = 0 ve N�(K) =1

dir. E¼ger a+ c < 0 ve a > 0 ise

N+(K) = 1 ve N�(K) =1

dir.
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2. b 6= 0 olsun. a > 0 ve ac � 1 ise

N+(K) =1 ve N�(K) = 0

dir.

E¼ger ac < 1 ise aşa¼g¬daki üç durum söz konusudur.

(i) a+ c � 2 ve a > 1 ise

N+(K) =1 ve N�(K) = 0

dir.

(ii) a+ c � 2 ve c > 1 ise

N+(K) =1 ve N�(K) = 1

dir.

(iii) 0 � a+ c < 2 ise

N+(K) =1 ve N�(K) =1

dir.

0.2 Ritz Yöntemi

Bu bölümde özde¼gerlerin bulunmas¬ için kullan¬lacak yöntem tan¬t¬lacakt¬r. Burada

(Reddy 1998, Yaşar 1988) kaynaklar¬ndan yararlan¬lm¬̧st¬r. Ritz Yönteminde kullan¬la-

cak Legendre ve Chebyshev polinomlar¬n¬tan¬tarak başlayaca¼g¬z. Aşa¼g¬da verilen iki

tan¬m Yaşar�dan (1988) al¬nm¬̧st¬r.

Tan¬m 0.2.1

Pn(s) =
1

2nn!

dn

dsn
�
s2 � 1

�n
ile tan¬mlanan polinoma Legendre polinomu denir. Bir kaç Legendre polinomu olarak

P0(s) = 1; P1(s) = s; P2(s) =
1

2

�
3s2 � 1

�
; P3(s) =

1

2

�
5s3 � 3s

�
;

P4(s) =
1

8

�
35s4 � 30s2 + 3

�
; P5(s) =

1

8

�
63s5 � 70s3 + 15s

�

4



yaz¬labilir. Bütün durumlarda

Pn(1) = 1; Pn(�1) = (�1)n

dir.

Tan¬m 0.2.2

Tn(s) = cos(n: cos
�1 s); n = 0; 1; 2; :::

ile tan¬mlanan polinoma Chebyshev polinomu denir. Tn(s) için indirgeme formülü

Tn+1(s) = 2sTn(s)� Tn�1(s)

ile verilir. Chebyshev polinomlar¬n¬n birkaç¬

T0(s) = 1; T1(s) = s; T2(s) = 2s
2 � 1; T3(s) = 4s

3 � 3s

dir.

Çekirde¼gi simetrik olan, yani K(s; t) = K(t; s) ba¼g¬nt¬s¬n¬gerçekleyen aşa¼g¬daki inte-

gral denklem ele al¬nmaktad¬r:

'(s) = �

bZ
a

K(s; t)'(t)dt; a � s � b:

f n(s)g ; ilk n eleman¬[a; b] aral¬¼g¬üzerinde lineer ba¼g¬ms¬z ve L2(a; b) de tam olan bir
fonksiyonlar dizisi olsun.

'n(s) =

nX
j=1

aj j(s) (0.2.1)

şeklindedir ve burada aj katsay¬lar¬k'nk = 1 olacak şekilde belirlenecektir. Bu koşul
alt¬nda hK'n; 'ni kuadratik formunun de¼gerleri aranacakt¬r. Sonunda aj ler cinsinden
yaz¬lm¬̧s homojen lineer bir denklem sistemine ulaş¬lmaktad¬r (burada � bir Lagrange

çarpan¬d¬r).

nX
j=1

�

K i;  j

�
� �



 i;  j

�	
aj = 0; i = 1; :::; n (0.2.2)
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(0.2.2) nin s¬f¬rdan farkl¬bir çözümünün olmas¬için (0.2.2) nin determinant¬s¬f¬rdan

farkl¬olmal¬d¬r.����������
hK 1;  1i�� h 1;  1i hK 1;  2i � � h 1;  2i : : : hK 1;  ni�� h 1;  ni
hK 2;  1i�� h 2;  1i hK 2;  2i�� h 2;  2i � � � hK 2;  ni�� h 2;  ni

...
... � � � ...

hK n;  1i�� h n;  1i hK n;  2i�� h n;  2i � � � hK n;  ni�� h n;  ni

����������
= 0

(0.2.3)

(0.2.3) denkleminin kökleri k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerini yaklaş¬k olarak verir. (0.2.1)

denkleminin en büyük kökü, özde¼gerlerinin en büyü¼günün de¼gerini oldu¼gundan daha

küçük olarak verir. (0.2.3) den ��yü bulup ve (0.2.2) de yerine koyarak (0.2.2) sis-

teminin s¬f¬rdan farkl¬aj (j = 1; 2; :::; n) çözümleri araşt¬r¬lmaktad¬r. Böylece, bulunan

bu aj de¼gerlerinin (0.2.1) de yerine yaz¬lmas¬ile elde edilen özde¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen

özfonksiyonlar yaklaş¬k olarak bulunmaktad¬r (Kythe and Puri 2002).

Ritz yönteminde, Pn; (0.2.1) de oldu¼gu gibi n:inci Legendre polinomunu göstermek

üzere

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; :::; n

olsun. Bu polinomlar (�1; 1) aral¬¼g¬nda ortogonal olduklar¬ndan, i 6= j için hPi; Pji = 0
ve di¼ger durumda hPi; Pii = 2= (2i+ 1) eşitli¼gi elde edilir.

 1(s) = P0(s) = 1;  2(s) = P1(s) = s;

 3(s) = P2(s) =
1

2

�
3s2 � 1

�
;  4(s) = P3(s) =

1

2

�
5s3 � 3s

�
oldu¼gundan aşa¼g¬daki eşitlikler elde edilir:

h 1;  1i =

Z 1

�1
ds = 2; h 1;  2i =

Z 1

�1
sds = 0;

h 1;  3i =

Z 1

�1

1

2

�
3s2 � 1

�
ds = 0; h 1;  4i =

Z 1

�1

1

2

�
5s3 � 3s

�
ds = 0;

h 2;  2i =

Z 1

�1
s2ds =

2

3
; h 2;  3i =

Z 1

�1

s

2

�
3s2 � 1

�
ds = 0;

h 2;  4i =

Z 1

�1

1

2
s
�
5s3 � 3s

�
ds = 0; h 3;  3i =

Z 1

�1

1

4

�
3s2 � 1

�2
ds =

2

5
;

h 3;  4i =

Z 1

�1

1

4

�
3s2 � 1

� �
5s3 � 3s

�
ds = 0; h 4;  4i =

Z 1

�1

1

4

�
5s3 � 3s

�2
ds =

2

7
:
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Tn; n:inci Chebshyev polinomunu göstermek üzere

 n(s) = Tn�1(s); n = 1; :::; n

olsun. Bu polinomlar da (�1; 1) aral¬¼g¬nda ortogonal olduklar¬ndan

hTi; Tji = 0; i 6= j;

hTi; Tji = �; i = j = 0;

hTi; Tji =
�

2
; i = j = 1; 2; :::; n:

elde edilir.

 1(s) = T0(s) = 1;  2(s) = T1(s) = s;  3(s) = T2(s) = 2s
2�1;  4(s) = T3(s) = 4s

3�3s

olmak üzere basit hesaplamalarla aşa¼g¬daki eşitliklerin sa¼gland¬¼g¬görülür:

h 1;  1i =

Z 1

�1

�
1� s2

�� 1
2 ds = �; h 1;  2i =

Z 1

�1

�
1� s2

�� 1
2 sds = 0;

h 2;  2i =

Z 1

�1

�
1� s2

�� 1
2 s2ds =

1

2
�; h 3;  3i =

Z 1

�1

�
1� s2

�� 1
2 (2s2 � 1)2ds = 1

2
�;

h 1;  3i =

Z 1

�1

�
1� s2

�� 1
2 (2s2 � 1)ds = 0; h 2;  3i =

Z 1

�1

�
1� s2

�� 1
2 s(2s2 � 1)ds = 0;

h 1;  4i =

Z 1

�1

�
1� s2

�� 1
2
�
4s3 � 3s

�
ds = 0; h 2;  4i =

Z 1

�1

�
1� s2

�� 1
2 s
�
4s3 � 3s

�
ds = 0;

h 3;  4i =

Z 1

�1

�
1� s2

�� 1
2 (2s2 � 1)

�
4s3 � 3s

�
ds = 0;

h 4;  4i =

Z 1

�1

�
1� s2

�� 1
2
�
4s3 � 3s

�2
ds =

1

2
�:

0.3 Özde¼ger Hesaplar¬

Bu bölümde Ritz yöntemi kullan¬larak baz¬ özel çekirdekli integral operatörlerinin

özde¼gerleri hesaplanacakt¬r. Örneklerde, Legendre ve Chebyshev polinomlar¬al¬narak

Ritz yöntemi kullan¬lacakt¬r. Örneklerde çözüm içinde (a) da Legendre polinomlar¬(b)

de Chebyshev polinomlar¬al¬nm¬̧st¬r.
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0.4 N+(K) = 1 ve N�(K) = 0 durumu ile ilgili örnek

Örnek 0.4.1 Ritz yöntemi kullan¬larak

k(s; t) =
1

9 + 3(s+ t) + st

simetrik çekirde¼gine karş¬l¬k gelen integral operatörün bir tane olan özde¼geri yaklaş¬k

olarak bulunacakt¬r.

Çözüm. b2 = ac oldu¼gundan

N+(K) = 1 ve N�(K) = 0

d¬r.

(a) Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için Legen-
dre polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; :::; n

(0.2.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

�n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

�2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hK 1;  1i =
Z 1

�1

Z 1

�1

1

9 + 3(s+ t) + st
dsdt = 0:48045

hK 1;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

t

9 + 3(s+ t) + st
dsdt = �5:5065� 10�2

hK 2;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

st

9 + 3(s+ t) + st
dsdt = 6: 311 0� 10�3
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dir. Bu yüzden (0.2.3) sistemi

������
0:48045� 2� �5:5065� 10�2

�5:5065� 10�2 6: 311 0� 10�3 � 2
3
�

������ =

1: 333 3�2 � 0:332 92�� 3: 427 5� 10�8 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 0:249 70; �2 = �1: 029 5� 10�7

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:249 70
= 4: 004 8

�2 =
1

�1: 029 5� 10�7 = �9: 713 5� 10
6

olarak elde edilir. Fakat aranan özde¼ger pozitif olaca¼g¬ndan

� = 4: 004 8

dir.

Şimdi ayn¬örnek için (0.2.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hK 1;  1i =
Z 1

�1

Z 1

�1

1

9 + 3(s+ t) + st
dsdt = 0:48045

hK 1;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

t

9 + 3(s+ t) + st
dsdt = �5:5065� 10�2

hK 2;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

st

9 + 3(s+ t) + st
dsdt = 6: 311 0� 10�3

hK 1;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

1
2
(3t2 � 1)

9 + 3(s+ t) + st
dsdt = 7: 564 6� 10�3

hK 2;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

1
2
s (3t2 � 1)

9 + 3(s+ t) + st
dsdt = �8: 669 7� 10�4

hK 3;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

1
4
(3s2 � 1) (3t2 � 1)
9 + 3(s+ t) + st

dsdt = 1: 191� 10�4
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elde edilir. Ayn¬şekilde (0.2.3) sistemi

���������
0:48045� 2� �5:5065� 10�2 7: 564 6� 10�3

�5:5065� 10�2 6: 311 0� 10�3 � 2
3
� �8: 669 7� 10�4

7: 564 6� 10�3 �8: 669 7� 10�4 1: 191� 10�4 � 2
5
�

���������
= �0:533 33�3 + 0:133 33�2 + 1: 475 6� 10�8�� 5: 460 5� 10�17 = 0

haline gelir ve

�1 = 0:25; �2 = 3: 584 4� 10�9; �3 = �1: 142 6� 10�7

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

0:25
= 4:0

�2 =
1

3: 584 4� 10�9 = 2: 789 9� 10
8

�3 =
1

�1: 142 6� 10�7 = �8: 752 0� 10
6

dir. Yine aranan yaklaş¬k özde¼ger

� = 4:0

olarak bulunmaktad¬r.

(b)  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için Chebyshev polinomlar¬
seçilmektedir. Dolay¬s¬yla

 n(s) = Tn�1(s); n = 1; :::; n

al¬nacakt¬r. Yine (0.2.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nm¬̧st¬r. Böylece

hK 1;  1i =
Z 1

�1

Z 1

�1

1p
1� s2 (9 + 3(s+ t) + st)

dsdt = 0:769893

hK 1;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

tp
1� s2 (9 + 3(s+ t) + st)

dsdt = �0:0882374

hK 2;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

stp
1� s2 (9 + 3(s+ t) + st)

dsdt = 0:0151391
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iç çarp¬mlar¬hesaplan¬r. Bunlar (0.2.3) sisteminde yaz¬ld¬¼g¬nda sistem

����� 0:769893� �� �0:0882374
�0:0882374 0:0151391� �

2
�

�����
= 4: 934 8�2 � 1: 256 9�+ 3: 869 6� 10�3 = 0

haline gelir ve bu eşitlik çözüldü¼günde

�1 = 0:251 58; �2 = 3: 116 8� 10�3

bulunur. Çekirde¼ge kaŗs¬l¬k gelen özde¼gerlerin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:251 58
= 3: 974 9

�2 =
1

3: 116 8� 10�3 = 320: 84

olarak elde edilir. En küçük pozitif özde¼ger

� = 3: 974 9

olarak bulunur.

Yine (0.2.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Chebyshev polinomlar¬kullan¬larak

s¬ras¬yla aşa¼g¬daki i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

hK 1;  1i =
Z 1

�1

Z 1

�1

1p
1� s2 (9 + 3(s+ t) + st)

dsdt = 0:769893

hK 1;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

tp
1� s2 (9 + 3(s+ t) + st)

dsdt = �0:0882374

hK 2;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

stp
1� s2 (9 + 3(s+ t) + st)

dsdt = 0:0151391

hK 1;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

2t2 � 1p
1� s2 (9 + 3(s+ t) + st)

dsdt = �0:240469

hK 2;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

s(2t2 � 1)p
1� s2(9 + 3(s+ t) + st)

dsdt = 0:0412579

hK 3;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

(2s2 � 1)(2t2 � 1)p
1� s2(9 + 3(s+ t) + st)

dsdt = �0:00707874
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elde edilir. (0.2.3) sistemi

��������
0:769893� �� �0:0882374 �0:240469
�0:0882374 0:0151391� �

2
� 0:0412579

�0:240469 0:0412579 �0:00707874� �

2
�

��������
= �7: 751 6�3 + 1: 939 4�2 + 9: 899 8� 10�2�� 4: 624 9� 10�4 = 0

haline gelir ve bu denklemi çözüldü¼günde

�1 = 0:293 08; �2 = 4: 308� 10�3; �3 = �4: 707 7� 10�2

bulunur. Buradan

�1 =
1

0:293 08
= 3:412,

�2 =
1

4: 313 5� 10�3 = 231:83,

�3 =
1

�4: 719 6� 10�2 = �21:188

elde edilir. Aranan özde¼ger yine

� = 3:412

olarak bulunur.

0.5 N+(K) =1 ve N�(K) = 0 durumu ile ilgili örnek-

ler

Örnek 0.5.1 Ritz yöntemi kullan¬larak

k(s; t) =
3 + s+ t+ 1

2
st

1� st

simetrik çekirde¼gine karş¬l¬k gelen integral operatörün özde¼gerleri yaklaş¬k olarak bulu-

nacakt¬r.
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Çözüm. a+ c � 2 ve a > 1 oldu¼gundan

N+(K) =1 ve N�(K) = 0

dir.

(a) Koordinat fonksiyonlar¬ için Legendre polinomlar¬ seçilerek (0.2.1) denkleminde
n = 2 al¬nm¬̧st¬r. Böylece yine bu yöntemde kullan¬lan aşa¼g¬daki eşitlikler

hK 1;  1i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
3 + s+ t+ 1

2
st
�

1� st
dsdt = 15:2718

hK 1;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
3 + s+ t+ 1

2
st
�
t

1� st
dsdt = 2:9348

hK 2;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
3 + s+ t+ 1

2
st
�
st

1� st
dsdt = 3:27181

elde edilir. (0.2.3) sistemi

������
15:2718� 2� 2:9348

2:9348 3:27181� 2
3
�

������
= 1: 333 3�2 � 16: 725�+ 41: 353 = 0

şeklindedir ve buradan

�1 = 3: 387 1; �2 = 9: 157 0

dir. O zaman ilk iki yaklaş¬k özde¼ger

�1 =
1

3: 387 1
= 0:295 24

�2 =
1

9: 157 0
= 0:109 21

olarak bulunur ve en küçük özde¼ger ise yaklaş¬k olarak

� = 0:109 21

dir.

Şimdi yine ayn¬çekirdek için (0.2.1) denkleminde n = 3 al¬n¬r. Benzer hesapla-

13



malar yap¬larak

hK 1;  1i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
3 + s+ t+ 1

2
st
�

1� st
dsdt = 15:2718

hK 1;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
3 + s+ t+ 1

2
st
�
t

1� st
dsdt = 2:9348

hK 2;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
3 + s+ t+ 1

2
st
�
st

1� st
dsdt = 3:27181

hK 1;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
3 + s+ t+ 1

2
st
�
1
2
(3t2 � 1)

1� st
dsdt = 1:8641

hK 2;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
3 + s+ t+ 1

2
st
�
s1
2
(3t2 � 1)

1� st
dsdt = 0:934802

hK 3;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
3 + s+ t+ 1

2
st
�
1
2
(3s2 � 1) 1

2
(3t2 � 1)

1� st
dsdt = 1:17952

eşitlikleri elde edilir. Böylece (0.2.3) sistemi

���������
15:2718� 2� 2:9348 1:8641

2:9348 3:27181� 2
3
� 0:934802

1:8641 0:934802 1:17952� 2
5
�

���������
= �0:533 33�3 + 8: 262 6�2 � 32: 204�+ 34: 291 = 0

halini al¬r ve bu denklem çözüldü¼günde

�1 = 10: 183; �2 = 3: 512 0; �3 = 1: 797 9

olarak bulunur. Buradan yaklaş¬k olarak üç özde¼gerin

�1 =
1

10: 183
= 0:098203

�2 =
1

3: 512 0
= 0:284 74

�3 =
1

1: 797 9
= 0:556 2

oldu¼gu görülür. Dikkat edilirse yine en küçük olan özde¼ger yaklaş¬k olarak

� = 0:098203
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dir.

(b) Bu çekirdek için Ritz yönteminde Chebyshev polinomlar¬kullan¬larak yine s¬ras¬yla
(0.2.1) denkleminde n = 2 ve n = 3 al¬nm¬̧st¬r. Öncelikle n = 2 al¬nd¬¼g¬nda

hK 1;  1i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
3 + s+ t+ 1

2
st
�

p
1� s2 (1� st)

dsdt = 31:402

hK 1;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
3 + s+ t+ 1

2
st
�
t

p
1� s2 (1� st)

dsdt = 8:52122

hK 2;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
3 + s+ t+ 1

2
st
�
st

p
1� s2 (1� st)

dsdt = 11:9728

eşitlikleri elde edilir. (0.2.3) sistemi çözüldü¼günde

����� 31:402� �� 8:52122

8:52122 11:9728� �

2
�

����� =

4: 934 8�2 � 86: 940�+ 303: 36 = 0

ve buradan

�1 = 4: 793 6; : �2 = 12: 824

elde edilir. Böylece yaklaş¬k özde¼gerler

�1 =
1

4: 793 6
= 0:208 61

�2 =
1

12: 824
= 0:077979

olarak bulunmuş olur. En küçük olan özde¼ger

� = 0:077979

dir.

E¼ger (0.2.1) denkleminde n = 3 al¬n¬rsa

hK 1;  1i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
3 + s+ t+ 1

2
st
�

p
1� s2 (1� st)

dsdt = 31:402
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hK 1;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
3 + s+ t+ 1

2
st
�
t

p
1� s2 (1� st)

dsdt = 8:52122

hK 2;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
3 + s+ t+ 1

2
st
�
st

p
1� s2 (1� st)

dsdt = 11:9728

hK 1;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
3 + s+ t+ 1

2
st
�
(2t2 � 1)

p
1� s2 (1� st)

dsdt = 1:0472

hK 2;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
3 + s+ t+ 1

2
st
�
s(2t2 � 1)

p
1� s2 (1� st)

dsdt = 2:98405

hK 3;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
3 + s+ t+ 1

2
st
�
(2s2 � 1)(2t2 � 1)

p
1� s2 (1� st)

dsdt = 6:22757

eşitlikleri elde edilir. Bu sonuçlar (0.2.3) sisteminde yerine yaz¬lmaktad¬r ve elde

edilen denklem çözülürse

��������
36:7817� �� 8:52122 1:0472

8:52122 11:9728� �

2
� 2:98405

1:0472 2:98405 6:22757� �

2
�

��������
= �7: 751 6�3 + 180: 57�2 � 1142:0�+ 2002: 9 = 0

�1 = 14: 202; �2 = 6: 119 1; �3 = 13: 721

bulunur. Böylece yine yaklaş¬k özde¼gerler

�1 =
1

14: 202
= 0:070413

�2 =
1

6: 119 1
= 0:16342

�3 =
1

2: 973 2
= 0:33634

olarak elde edilir ve en küçük olan özde¼ger yaklaş¬k olarak

� = 0:070413

dir.

Örnek 0.5.2 Ritz yöntemi kullan¬larak

k(s; t) =
1

13� 5(s+ t) + st
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simetrik çekirde¼gine karş¬l¬k gelen integral operatörün en küçük pozitif özde¼geri yaklaş¬k

olarak bulunacakt¬r.

Çözüm. b2 > ac oldu¼gundan

N+(K) =1 ve N�(K) = 0

d¬r.

(a) Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n olusturdu¼gu koordinat sistemi için Legen-
dre polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; :::; n

(0.2.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

�n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

�2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hK 1;  1i =
Z 1

�1

Z 1

�1

1

13� 5(s+ t) + st
dsdt = 0:344604

hK 1;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

t

13� 5(s+ t) + st
dsdt = 0:0490412

hK 2;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

st

13� 5(s+ t) + st
dsdt = 0:010566

dir. Bu yüzden (0.2.3) sistemi

������
0:344604� 2� 0:0490412

0:0490412 0:010566� 2
3
�

������
= 1: 333 3�2 � 0:250 87�+ 1: 236� 10�3 = 0
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haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 0:183 09; �2 = 5: 063 1� 10�3

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:183 09
= 5: 461 8

�2 =
1

5: 063 1� 10�3 = 197: 51

olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger;

� = 5: 461 8

dir.

Şimdi ayn¬örnek için (0.2.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hK 1;  1i =
Z 1

�1

Z 1

�1

1

13� 5(s+ t) + st
dsdt = 0:344604

hK 1;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

t

13� 5(s+ t) + st
dsdt = 0:0490412

hK 2;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

st

13� 5(s+ t) + st
dsdt = 0:010566

hK 1;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

1
2
(3t2 � 1)

13� 5(s+ t) + st
dsdt = 0:0085017

hK 2;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

1
2
s(3t2 � 1)

13� 5(s+ t) + st
dsdt = 0:00243894

hK 3;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

1
4
(3s2 � 1) (3t2 � 1)
13� 5(s+ t) + st

dsdt = 0:000683497

elde edilir. Ayn¬şekilde (0.2.3) sistemi

���������
0:344604� 2� 0:0490412 0:0085017

0:0490412 0:010566� 2
3
� 0:00243894

0:0085017 0:00243894 0:000683497� 2
5
�

���������
= �0:533 33�3 + 0:101 26�2 � 6: 058� 10�4�+ 6: 503 5� 10�8 = 0

18



haline gelir ve

�1 = 0:183 68; �2 = 6: 070 9� 10�3; �3 = 1: 093 5� 10�4

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

0:183 68
= 5: 444 3

�2 =
1

6: 070 9� 10�3 = 164: 72

�3 =
1

1: 093 5� 10�4 = 9144: 9

dir. Yine aranan yaklaş¬k özde¼ger

� = 5: 444 3

olarak bulunmaktad¬r.

(b)  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için Chebyshev polinomlar¬
seçilmektedir. Dolay¬s¬yla

 n(s) = Tn�1(s); n = 1; :::; n

al¬nacakt¬r. Yine (0.2.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nm¬̧st¬r. Böylece

hK 1;  1i =
Z 1

�1

Z 1

�1

1p
1� s2 (13� 5(s+ t) + st)

dsdt = 0:558659

hK 1;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

tp
1� s2 (13� 5(s+ t) + st)

dsdt = 0:0821047

hK 2;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

stp
1� s2 (13� 5(s+ t) + st)

dsdt = 0:026139

iç çarp¬mlar¬hesaplan¬r. Bunlar (0.2.3) sisteminde yaz¬ld¬¼g¬nda sistem

����� 0:558659� �� 0:0821047

0:0821047 0:026139� �

2
�

�����
= 4: 934 8�2 � 0:959 66�+ 7: 861 6� 10�3 = 0
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haline gelir ve bu eşitlik çözüldü¼günde

�1 = 0:185 90; �2 = 8: 569 7� 10�3

bulunur. Çekirde¼ge kaŗs¬l¬k gelen özde¼gerlerin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:185 90
= 5: 379 2

�2 =
1

8: 569 7� 10�3 = 116: 69

olarak elde edilir. ·Istenen en küçük pozitif özde¼ger oldu¼gundan

� = 5: 379 2

dir.

Yine (0.2.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Chebyshev polinomlar¬kullan¬larak

s¬ras¬yla aşa¼g¬daki i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

hK 1;  1i =
Z 1

�1

Z 1

�1

1p
1� s2 (13� 5(s+ t) + st)

dsdt = 0:558659

hK 1;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

tp
1� s2 (13� 5(s+ t) + st)

dsdt = 0:0821047

hK 2;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

stp
1� s2 (13� 5(s+ t) + st)

dsdt = 0:026139

hK 1;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

(2t2 � 1)p
1� s2 (13� 5(s+ t) + st)

dsdt = �0:166484

hK 2;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

s(2t2 � 1)p
1� s2 (13� 5(s+ t) + st)

dsdt = �0:0314561

hK 3;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

(2s2 � 1)(2t2 � 1)p
1� s2 (13� 5(s+ t) + st)

dsdt = 4:72969
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elde edilir. (0.2.3) sistemi

��������
0:558659� �� 0:0821047 �0:166484
0:0821047 0:026139� �

2
� �0:0314561

�0:166484 �0:0314561 4:72969� �

2
�

��������
= �7: 751 6�3 + 24: 848�2 � 4: 504 6�+ 3: 676 6� 10�2 = 0

haline gelir ve bu denklemi çözüldü¼günde

�1 = 0:183 77; �2 = 3: 013 2; �3 = 8: 565 5� 10�3

bulunur. Buradan

�1 =
1

0:183 77
= 5: 441 6

�2 =
1

3: 013 2
= 0:331 87

�3 =
1

8: 565 5� 10�3 = 116: 75

elde edilir. Aranan özde¼ger yine

� = 5: 441 6

dir.

Örnek 0.5.3 Ritz yöntemi kullan¬larak

k(s; t) =
3 + 4st

1� st

simetrik çekirde¼gine karş¬l¬k gelen integral operatörün pozitif olan en küçük özde¼geri

yaklaş¬k olarak bulunacakt¬r.

Çözüm. b = 0 ve a+ c > 0 oldu¼gundan

N+(K) =1 ve N�(K) = 0

d¬r.

(a) Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n olusturdu¼gu koordinat sistemi için Legen-
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dre polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; :::; n

(0.2.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

�n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

�2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hK 1;  1i =
Z 1

�1

Z 1

�1

3 + 4st

1� st
dsdt = 18:5436

hK 1;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

(3 + 4st)t

1� st
dsdt = 0

hK 2;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

(3 + 4st)st

1� st
dsdt = 6:54362

dir. Bu yüzden (0.2.3) sistemi

������
18:5436� 2� 0

0 6:54362� 2
3
�

������
= 1: 333 3�2 � 25: 450�+ 121: 34 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 9: 260 4; �2 = 9: 827 6

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

9: 260 4
= 0:107 99

�2 =
1

9: 827 6
= 0:101 75
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olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

� = 0:101 75

dir.

Şimdi ayn¬örnek için (0.2.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hK 1;  1i =
Z 1

�1

Z 1

�1

3 + 4st

1� st
dsdt = 18:5436

hK 1;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

(3 + 4st)t

1� st
dsdt = 0

hK 2;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

(3 + 4st)st

1� st
dsdt = 6:54362

hK 1;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

1
2
(3t2 � 1) (3 + 4st)

1� st
dsdt = 3:72819

hK 2;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

1
2
s (3t2 � 1) (3 + 4st)

1� st
dsdt = 0

hK 3;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

1
4
(3s2 � 1) (3t2 � 1) (3 + 4st)

1� st
dsdt = 2:35904

elde edilir. Ayn¬şekilde (0.2.3) sistemi

���������
18:5436� 2� 0 3:72819

0 6:54362� 2
3
� 0

3:72819 0 2:35904� 2
5
�

���������
= �0:533 33�3 + 13: 325�2 � 99: 307�+ 195: 30 = 0

haline gelir ve

�1 = 3: 088 0; �2 = 9: 817 3; �3 = 12: 079
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bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

3: 088 0
= 0:323 83

�2 =
1

9: 817 3
= 0:101 86

�3 =
1

12: 079
= 0:008278

dir. Yine aranan yaklaş¬k özde¼ger

� = 0:101 86

olarak bulunmaktad¬r.

(b)  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için Chebyshev polinomlar¬
seçilmektedir. Dolay¬s¬yla

 n(s) = Tn�1(s); n = 1; :::; n

al¬nacakt¬r. Yine (0.2.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nm¬̧st¬r. Böylece

hK 1;  1i =
Z 1

�1

Z 1

�1

3 + 4stp
1� s2 (1� st)

dsdt = 43:9545

hK 1;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

(3 + 4st)tp
1� s2 (1� st)

dsdt = 0

hK 2;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

(3 + 4st)stp
1� s2 (1� st)

dsdt = �14:3735

iç çarp¬mlar¬hesaplan¬r. Bunlar (0.2.3) sisteminde yaz¬ld¬¼g¬nda sistem

����� 43:9545� �� 0

0 �14:3735� �

2
�

�����
= 4: 934 8�2 � 23: 888�� 631: 78 = 0

haline gelir ve bu eşitlik çözüldü¼günde

�1 = 13: 991; �2 = �9: 150 4
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bulunur. Çekirde¼ge kaŗs¬l¬k gelen özde¼gerlerin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

13: 991
= 0:071475

�2 =
1

�9: 150 4 = �0:109 28

olarak elde edilir. Fakat istenen özde¼ger pozitif olaca¼g¬ndan

� = 0:071475

dir.

Yine (0.2.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Chebyshev polinomlar¬kullan¬larak

s¬ras¬yla aşa¼g¬daki i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

hK 1;  1i =
Z 1

�1

Z 1

�1

3 + 4stp
1� s2 (1� st)

dsdt = 43:9545

hK 1;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

(3 + 4st)tp
1� s2 (1� st)

dsdt = 0

hK 2;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

(3 + 4st)stp
1� s2 (1� st)

dsdt = �14:3735

hK 1;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

(3 + 4st)(2t2 � 1)p
1� s2 (1� st)

dsdt = 8:37758

hK 2;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

s(2t2 � 1)(3 + 4st)p
1� s2(1� st)

dsdt = 32:8448

hK 3;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

(2s2 � 1)(2t2 � 1)(3 + 4st)p
1� s2(1� st)

dsdt = �105:98

elde edilir. (0.2.3) sistemi

��������
43:9545� �� 0 8:37758

0 �14:3735� �

2
� 32:8448

8:37758 32:8448 �105:98� �

2
�

��������
= �7: 751 6�3 � 485: 47�2 + 7023: 4�+ 20548 = 0

25



haline gelir ve bu denklemi çözüldü¼günde

�1 = 14: 217; �2 = �2: 508 2; �3 = �74: 337

bulunur. Buradan

�1 =
1

14: 217
= 0:070338

�2 =
1

�2: 508 2 = �0:398 69

�3 =
1

�74: 337 = �0:013452

elde edilir. Aranan özde¼ger yine

� = 0:070338

dir.

Çizelge 3.3 Rasyonel çekirdekli baz¬ integral operatörlerin Ritz Yöntemi ile bulunan

yaklaş¬k özde¼gerleri

k(s; t) çekirde¼gi Legendre Polynomials Chebsyev Polynomials

n = 2 için � n = 3 için � n = 2 için � n = 3 için �
3+s+t+ 1

2
st

1�st 0:10921 0:09823 0:077979 0:070413
1

13�5(s+t)+st 5:4618 5:4443 5:3792 5:4416
3+4st
1�st 0:10175 0:10186 0:071475 0:070338

0.6 N+(K) =1 ve N�(K) = 1 durumu ile ilgili örnek

Örnek 0.6.1 Ritz yöntemi kullan¬larak

k(s; t) =
1
2
+ 3(s+ t) + 4st

1� st

simetrik çekirde¼gine karş¬l¬k gelen integral operatörün özde¼gerleri yaklaş¬k olarak bulu-

nacakt¬r.

Çözüm. a+ c � 2 ve c > 1 oldu¼gundan

N+(K) =1 ve N�(K) = 1
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dir.

(a) k(s; t) çekirde¼gine kaŗs¬l¬k gelen integral operatörlerin özde¼gerlerini yaklaş¬k olarak
bulurken Ritz yönteminde yine öncelikle koordinat fonksiyonlar¬ için Legendre

polinomlar¬seçilmektir. (0.2.1) denkleminde öncelikle n = 2 al¬n¬r ve daha sonra

ilk iki Legendre polinomu kullan¬larak

hK 1;  1i =
Z 1

�1

Z 1

�1

1
2
+ 3(s+ t) + 4st

1� st
dsdt = 6:20661

hK 1;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
1
2
+ 3(s+ t) + 4st

�
t

1� st
dsdt = 8:80441

hK 2;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
1
2
+ 3(s+ t) + 4st

�
st

1� st
dsdt = 0:467401

eşitlikleri elde edilir. Bu de¼gerler (0.2.3) sisteminde yaz¬ld¬¼g¬nda

������
6:20661� 2� 8:80441

8:80441 4:20661� 2
3
�

������
= 1: 333 3�2 � 12: 551�� 51: 409 = 0

bulunur ve buradan

�1 = �3: 085 0; �2 = 12: 498

dir. Böylece ilk iki yaklaş¬k özde¼ger

�1 =
1

�3: 085 0 = �0:324 15

�2 =
1

12: 498
= 0:080013

dir. Bu yüzden pozitif olan özde¼gerin yaklaş¬k olarak

� = 0:080013

oldu¼gu görülür.
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Şimdi Legendre polinomlar¬n¬n ilk üçü al¬n¬rsa

hK 1;  1i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
1
2
+ 3(s+ t) + 4st

�
1� st

dsdt = 6:20661

hK 1;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
1
2
+ 3(s+ t) + 4st

�
t

1� st
dsdt = 8:80441

hK 2;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
1
2
+ 3(s+ t) + 4st

�
st

1� st
dsdt = 4:20661

hK 1;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
1
2
+ 3(s+ t) + 4st

�
1
2
(3t2 � 1)

1� st
dsdt = 2:3967

hK 2;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
1
2
+ 3(s+ t) + 4st

�
s1
2
(3t2 � 1)

1� st
dsdt = 2:80441

hK 3;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
1
2
+ 3(s+ t) + 4st

�
1
2
(3s2 � 1) 1

2
(3t2 � 1)

1� st
dsdt = 1:51652

eşitlikleri elde edilir. Böylece (0.2.3) sistemi

���������
6:20661� 2� 8:80441 2:3967

8:80441 4:20661� 2
3
� 2:80441

2:3967 2:80441 1:51652� 2
5
�

���������
= �0:533 33�3 + 7: 042 4�2 + 21: 089�� 32: 585 = 0

halini al¬r ve buradan

�1 = �3: 441 8; �2 = 1: 145 2; �3 = 15: 501

bulunur. Bundan dolay¬ilk üç özde¼gerin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

�3: 441 8 = �0:290 55

�2 =
1

1: 145 2
= 0:873 21

�3 =
1

15: 501
= 6: 451 2� 10�2

dir. Böylece pozitif olan en küçük özde¼ger yaklaş¬k olarak

� = 0:873 21
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elde edilir.

(b) Ayn¬ integral operatörün yaklaş¬k özde¼gerleri bulunurken Chebshyev polinom-
lar¬n¬n ilk ikisi kullan¬l¬rsa

hK 1;  1i =
Z 1

�1

Z 1

�1

1
2
+ 3(s+ t) + 4stp
1� s2 (1� st)

dsdt = 19:2805

hK 1;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
1
2
+ 3(s+ t) + 4st

�
t

p
1� s2 (1� st)

dsdt = 25:5637

hK 2;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
1
2
+ 3(s+ t) + 4st

�
st

p
1� s2 (1� st)

dsdt = �10:274

iç çarp¬mlar¬elde edilir. Bu de¼gerler (0.2.3) sisteminde yerine yaz¬l¬r ve elde edilen

denklemler çözülürse

����� 19:2805� �� 25:5637

25:5637 �10:274� �

2
�

�����
= 4: 934 8�2 + 1: 991 0�� 851: 59 = 0

�1 = �13: 340; �2 = 12: 936

olarak bulunur. Böylelikle yine yaklaş¬k özde¼gerler

�1 =
1

�13: 340 = �0:07496 3

�2 =
1

12: 936
= 0:07730 4

dir ve buradan da pozitif özde¼gerin yaklaş¬k olarak

� = 0:07730 4

oldu¼gu görülür.

(0.2.1) denkleminde şimdi n = 3 al¬nacakt¬r. Yine Chebshyev polinomlar¬n¬n ilk

üçü kullan¬l¬rsa

hK 1;  1i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
1
2
+ 3(s+ t) + 4st

�
p
1� s2 (1� st)

dsdt = 19:2805
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hK 1;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
1
2
+ 3(s+ t) + 4st

�
t

p
1� s2 (1� st)

dsdt = 25:5637

hK 2;  2i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
1
2
+ 3(s+ t) + 4st

�
st

p
1� s2 (1� st)

dsdt = �10:274

hK 1;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
1
2
+ 3(s+ t) + 4st

�
(2t2 � 1)

p
1� s2 (1� st)

dsdt = 8:37758

hK 2;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
1
2
+ 3(s+ t) + 4st

�
s(2t2 � 1)

p
1� s2 (1� st)

dsdt = �17:4207

hK 3;  3i =
Z 1

�1

Z 1

�1

�
1
2
+ 3(s+ t) + 4st

�
(2s2 � 1)(2t2 � 1)

p
1� s2 (1� st)

dsdt = 8:00688

eşitlikleri elde edilir. Bulunan de¼gerler (0.2.3) sisteminde yerine yaz¬l¬rsa

��������
19:2805� �� 25:5637 8:37758

25:5637 �10:274� �

2
� �17:4207

8:37758 �17:4207 8:00688� �

2
�

��������
= �7: 751 6�3 + 36: 385�2 + 2417: 3�� 19410:0 = 0

�1 = �18: 868; �2 = 9: 316 0; �3 = 14: 246

olarak bulunur. Böylece özde¼gerlerin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

�18: 868 = �0:053

�2 =
1

9: 316 0
= 0:10734

�3 =
1

14: 246
= 0:070195

dir ve bundan dolay¬da pozitif olan en küçük özde¼gerin yaklaş¬k de¼geri

� = 0:070195

olarak elde edilir.
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